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DOGRUSAL PROGRAMLAMA MINiMiZASYON PROBLEMI iCIN MATEMATIKSEL MODEL VE
UYGULAMASI: KIMYASAL GUBRE ALIMI

MATHEMATICAL MODEL FOR LINEAR PROGRAMMING MINIMIZATION PROBLEM AND IT’S
APPLICATION: CHEMICAL FERTILIZER PURCHASE
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Oz

Bu calismada, lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerinin analizinde kullanilan baz1 teori ve tekniklere yer verildi.
Bu baglamda, lineer olmayan otonom diferansiyel denklem sistemlerine odaklanildi. Bu tipten bir sistem i¢in bir denge ¢dziimii ve bu
denge ¢oziimiiniin yerel kararlilig ile ilgili tanimlar aciklanmaya calisildi. Boylece, bu tip sistemlerin ¢6ztimlerinin davrams: hakkinda
fikirler veren sistemin kalitatif analizi ifade edildi.

Daha sonra diferansiyel denklem sistemi seklinde bir DP minimizasyon problemi kuruldu. Bu kurulan matematiksel modelin
kalitatif analizi yapildi. Bu baglamda modelin uygulamas: olarak kimyasal giibre alimu ile ilgili durum, pplane.jar ve matlab simtilasyon
programlariyla analiz edildi. Kalitatif ve niimerik analizin sonuglar1 karsilastirildi.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal Programlama, Matematiksel Model, Diferansiyel Denklem Sistemi, Kararlilik, Kalitatif Analiz.

Abstract

In this study, some theory and techniques useful in the analysis of nonlinear ordinary differential equation systems are
introduced. In this sense, it is concentrated on nonlinear autonomous differential equation systems. An equilibrium solution and local
stability of an equilibrium solution for an autonomous system are tried to defined. Thus, the qualitative analysis of system given the
idea about the behavior of the solutions of this type of systems was expressed.

Lastly, a DP minimization problem was established in the form of a system of differential equations. Qualitative analysis of
this established mathematical model was done. In this respect, The situation regarding the purchase of chemical fertilizer as a model
application has analyzed via pplanejar and matlab simulation programs. The results of qualitative and numerical analysis were
compared.

Keywords: Linear Programming, Mathematical Modeling, Differential Equation Systems, Stability, Qualitative Analysis.

1. GIRIS

Giintimiizde bilim adamlar etrafimizdaki olaylar1 daha iyi anlayabilmek ve bunlara iligkin teknik
sorunlara ¢oziim iretebilmek i¢in herseyi matematiksel terimler yoluyla aciklamaya calismaktadirlar. Iste
olaylar1 matematiksel terimler araciligiyla ifade ederek yapilan bu islem ve diistince sekline matematiksel
modelleme denmektedir. Ozellikle sosyal bilimler icerisinde de giderek artan bir sekilde kullamlan bu
modellerin nemli bir yeri vardir (Basu, 2009). Ulke gelir modelleri, piyasa arz-talep durum modellemesi, Is
Organizasyon modellemesi, Makro ve Mikroekonomilerin matematiksel modellemesi ve Ekonomi ve
Adaptif kontrol sistemlerinin matematiksel modellemesi gibi ¢ok farkli uygulamalarda etkin bir sekilde
uygulamaktadirlar (Harris, 1995; Johansen & Juselius, 1990; Rousseau & P, 1998; Tobin, 1970; Baraz &
Dasbasi, 2016).

Bu modelleme tekniginin diferansiyel denklemler yardimiyla kullanimi oldukca yaygin olup
konuyla ilgili finans, muhasebe ve iktisat alanlarinda bir¢ok calisma mevcuttur. Bunlardan bazilary;
(Achdou, Lasry, Lions, & Moll, 2014), (Achdou, Buera, Lasry, Lions, & Moll, 2014), (Alligood, Sauer, &
Yorke., 2000), (Arrow, Block, & Hurwicz, On Stability of Competitive Equilibrium, 1959), (Arrow & Hahn.,
General Competitive Analysis, 1971), (Hahn, 1982), (Barro & Sala-i-Martin, 2004), (Block & Coppel, 1992),
(Boyce & DiPrima, 2001), (Cagan, 1956), (Caputo, 2005), (Chiang, 1984), (Crephey, 2013), (Duffie, 2009),
(Hirsh, 1974), (Kaldor, 1940), (Lee, Lee, & Lee, 2010), (Lorenz, 1993), (Merton, Influence of mathematical
models in finance on practice: past, present and future., 1995), (Minsky, 1980), (Myers, 1984), (Neisy &
Peymany, 2011), (O'Brien, 1992), (Peitgen, 1992), (Puu, 2003), (Sharpe, 1964), (Shone, 2002), (Solnik, 1974),
(Solow, 1956), (Swan, 1956), (Yerlikaya, 2011), (Weidlich & Haag, 1983), (Zhang W. B., Synergetic Economics,
1991) ve (Zhang W. B., Differential Equations, Bifurcations, and Chaos in Economics, 2005) seklindedirler.

* Erciyes Universitesi, Uygulamal1 Bilimler Yiiksekokulu, Muhasel_)e ve Finans Yonetimi Boliimii, 38039, Kayseri.
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Bu calismada genel bir dogrusal programlama minimizasyon problemiyle uyumlu olarak onerilen
ti¢ boyutlu bir diferansiyel denklem sistemi ¢nerilerek modelin analizi hem Kkalitatif olarak hem de bir
kimyasal giibre alim problemine iliskin olacak sekilde grafiksel olarak analiz edilmistir.

2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu kisimda, calismada 6nerilen matematiksel modelin kalitatif analizinde kullanilan siirekli zamanli
diferansiyel denklem ve sistemleriyle alakali temel kavramlar kisaca tanitilmaya galisilmistir.

Tanim 2.1. FO) = (G xn o folmg 20 )) ve X =(x0..x)" olmak tizere, otonom

(baglmsm degisken olan ¥ “ nin denklemde acikca goriilmedigi) diferansiyel denklem sistemi,

”—— FOO (@

§ekhnde ifade edilebilir. Bir baslangic deger problemi, #{fa) = ¥a baslangic kosulunu saglayan (1)
diferansiyel denklem sistemidir (Brauer & Nohel, 1969; Coddington & Levinson, 1955).

aF
Teorem 2.1.(Allen, 2007) (1) sisteminde tanimlanan her = LZ....n jcin F ve ax; fonksiyonlarmin
(ry.%3....x,) € R jcin siirekli fonksiyonlar olduklarmi varsayalim. O zaman herhangi bir ¥a € R®
ba§1anglg degeri igin,

——FU) @)

dt

X(tg) = ¥o.

baslangi¢ deger probleminin tek bir ¢oztimii vardir ve ¢oziimiin var oldugu maksimal aralik olan [te.t)
araligt T < * olmak tizere [fa: T) araligma sinirlanabilir.

(2) sisteminin X() = Gy () 22 .. () coziimii E* de parametrik bir egri tanimlar. Bu egri,
sistemin bir yoriingesi (orbiti ya da yolu) olarak tanimlanir. Coziimiin ¢izildigi R bolgesi® = 1 oldugunda
faz cizgisi, " = 2 oldugunda faz diizlemi ve " = 3 oldugunda faz uzay1 olarak adlandirilir.

Tanim 2.2. (Denge Co6ziimii) (1) diferansiyel denklem sistemi icin F(X) =0 denklemini saglayan X
¢oziimiine sistemin denge noktasi, sabit noktas: veya kritik noktasi ad1 verilir (Hale & Kogak, 1991).

Tanim 2.3. (Yerel Kararlilik) (2) baslangic deger problemini goz oniine alinsin. Ayrica E, sistemin bir denge
noktasi olsun. ¥ > 0 ve £ > fq icin, o _'1‘1 <% olacak sekilde (2) diferansiyel denklem sisteminin

X(@) _Goztimi icin lr©- 1{. < £ Kkosulunu saglayan oyle bir 5() = 0 sayisi varsa, o zaman (2) sistemi
icin £ denge noktasi yerel kararlidir denir. Eger £+ yerel olarak kararl degilse kararsizdir denir(Allen, 2007).
Tanim 2.4. (Yerel Asimtotik kararlilik) X , (2) sisteminin bir denge noktasi olsun. Eger,

X denge noktasi yerel kararli ve

oo T lim t X =10
o -xl, <y oldugunda k@~ l olacak sekilde bir ¥ = 0 var ise

E, yerel asimtotik kararlidir denir (Allen, 2007; Edelstein-Keshet, 1988).
Teorem 2.2. (-Hurwitz matrisleri) Her i = 1.2. ... n
P(=1"4+a, A" Y+ ta, A+a, ,

polinomunun @: katsayilarini kullanarak

icin ©: katsayilari reel sabitleri gostersin.

a;, 1 O O . . . O
Gg G g 1

]
- 1 Gy 1 0 Og Qg Gz B4 +« + = 0
Hy =(a,)Hz; = (ﬂ: IZ:)’H= =2z 8z a4 |...H, =| . . . D .

0o 0 0 0 . . . a,
seklinde yazilan matrisler, -Hurwitz matrislerini tanimlar. Burada / = Ll ..njcinJ > 71 ise & = 0 qir.
P(4) polinomunun tiim koklerinin negatif ya da negatif reel kisimlara sahip olmasi icin gerek ve yeter sart

tiim Hurwitz matrislerinin determinantlarinin pozitif olmasidir. Yani / = L.2...n icin 98tH; > 0/ g Buna

]

gore, 1= I 3. % ve derecelerine sahip P(4) polinomlar icin, Routh-Hurwitz kriteri asagidaki
sekilde 6zetlenebilir.
n=2 aq.ag =0

n=3 ay,a5 >0 ve aya4 > aq

n=4%4 a.,0g.84 >0 ve aqazag > uxz +a12a‘

N=73 Q4,062,803 04 85 > 0,810203 + 8485 > @z + a5 04 v¢ (2104 —asNas0203 - az® - a5°a,) > aglegaz - a3)* + aqa5°
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(Gantmacher, 1954).
Birinci mertebeden, iki degiskenli otonom diferansiyel denklem sistemi,

d-f = flx.y)
é @
— =g0.y)

dt
seklinde ve bu sistemin f(x. ) =0 ve g(x.¥) =0 denklemlerini saglayan (. ¥) ¢6ziimii, sistemin dengesi
olsun. Ayrica, f ve 8 fonksiyonlar1 (£ ¥) noktasini iceren acik bir kiimede siirekli ikinci mertebeden kismi
tiirevlere sahip olsun. Bu durumda,

Uu=x-—=x v=yv—% (4)

olmak tizere (3) den,
.

= FG )+ £ T+ G T+ fee TN 5 +fx}r;}u»+g,&,ﬂ‘7+---
us 2

173 _ _ _ _F
= g@ M+ g,V + g, 5V + g, (5 }‘}7 + gy @ v + 5y, @) 5 +

dae

du
dat
d

(.;J. (‘- J-) fJ, ‘n])
sistemi elde edilir. £ = G&v)" ve dengede hesaplanan jakobiyen matris C3) gyC)

olmak iizere, . ¥) dengesi civarindaki lineerlestirilmis sistem,

= =iz ©)

seklindedir. (5) lineer sistemi icin ¢oztimlerinin (4) doniisiimii ile sifira yaklasmasi igin gerek ve yeter sart
jakobiyen matristen elde edilen 6z degerlerin negatif reel kisma sahip olmasidir. Ayni zamanda Routh-
Hurwitz kriterinden, 6z degerlerin negatif reel kisimlara sahip olmasi icin gerek ve yeter sart yine Teorem
2.2 ("= 2) den jakobiyen matristen elde edilen karakteristik polinomun katsayilarinin her ikisi de pozitif
olmalidir. Burada jakobiyen matrisin karakteristik polinomu;

A2-Tr(DA + Det()=0 (6)

seklindedir. Boylece 6z degerlerin negatif reel kisimlara sahip olmasi icin gerek ve yeter sart 7)< 0 ve
Det(]) > 0 olmasidir. Buna gore (3) sistemi icin denge noktasinin kararhhigiyla ilgili sonuglar asagidaki
teoremde Hzetlenmistir.

Teorem 2.3. (3) sisteminin - ¥ dengesini iceren bazi acik kiimelerde f ve & fonksiyonlarinin birinci
mertebeden kismi tiirevlerinin stirekli olduklarini varsayalim. O zaman / , denge noktasinda hesaplanan
jakobiyen matrisi gostermek iizere, eger T70) = 0 ve Det(}) = 0 jise bu denge yerel asimtotik kararlidur.
Ayrica eger Tr() = 0 veya Dét(]) < 0 jse bu denge kararsizdir (Allen, 2007).

Lineer olmayan sistemlerdeki dengelerin tiplerini (diigiim (node), eyer (saddle), sipiral (spiral))
tanimlamak icin lineer sistemler icin gelistirilen sema kullanilmaktadir. Lineer olmayan sistemlerde ise bu
durumlardan farkli bir sekilde davranabilir. (3) sistemi igin jakobiyen matrisi goz oniine alinirsa;

(i) Det() =0 ise en az bir 6z deger sifirdir. Lineer sistemlerde denge izole degildir. Lineer olmayan
sistemlerde de durum aymdir. Eger orada izole olan bir denge olmus olsaydi o zaman bir
dugum, sipiral ya da eyer olabilirdi.

(i) TrU)=0 ve Det() =0 jse oz degerler sanaldirlar. Denge lineer sistemlerde bir merkez (center)
olmasina ragmen lineer olmayan sistemlerde bir merkez ya da sipiral olabilir.

2
(iii) (Tr())" = 4Det() jse bu kompleks ve reel 6z degerler arasinda bir smir ¢izgisini temsil eder.
Boylece lineer olmayan sistemlerde denge bir diigiim ya da sipiral olabilir.
Yukarida ifade edilen (i)-(iii) durumlari Sekil 1 de 6zetlenmistir.

4 =48
4
Fd

kY i rd
il us) |
S Node \SSplraI piral - UNode

Saddle Saddle

frmmmmmmm e
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Sekil 1.T = T?‘U] ved =D Etg} olsun. (6) de verilen karakteristik denkleme gore T8 — dizlemindeki kararlilik diyagramu (U:
Unstable, S: Stable)

F
Ayrica, Det() =0 Tr() =0 ve Det() > 0 ve (Tr(D)" = 4Det()) ; denge noktasimn davramsgmin iki tipi
arasindaki gecis bolgeleridir (Allen, 2007).
Iki diferansiyel denklemden daha fazlasini iceren lineer olmayan otonom bir sistemdeki denge noktasinin
yerel asimtotik kararlilig1 da, Teorem 2.2" de ifade edilen Routh-Hurwitz kriterine baghdir. Boylece Routh-
Hurwitz kriteri yerel asimtotik kararliligr gostermek i¢in uygulanabilir.
daX = F (D)

Teorem 2.4. (Allen, 2007; Gantmacher, 1954) E, dt seklinde verilen birinci mertebeden lineer

olmayan otonom diferansiyel denklem sisteminin denge noktasi olsun. Ayrica / (*) ise ¥ noktasinda
hesaplanan ¥ fonksiyonunun jakobiyen matrisini gostersin. Eger / (@) jakobiyen matrisinin karakteristik
denklemi olan

A" 4a A" 4 ai" e ta, Ata, =0,

denklemi, Teorem 2.2 deki Routh-Hurwitz kriterinin kosullarmni saglarsa, yani tiim Hurwitz matrislerinin
de:(H.

determinantlar1 pozitifse, ( / = L2, .. jgin )=0 ) o zaman ¥ dengesi yerel asimtotik kararhdir.

Ancak, eger baz1/ = 1.2....m icin det(H;) < 0 jse o zaman X dengesi kararsizdir.

Tanim 2.5. (Faz-Diizlem) Bu kisimda verilen agiklamalar (3) sistemi icin sinirlandirilmustir. £ ve 9
fonksiyonlarinin siirekli birinci mertebeden kismi tiirevlere sahip olduklarini varsayalim. #¥ — diizleminde
verilen bir (*a:¥e) noktasindan gecen sadece bir ¢oziim egrisi vardir. Herhangi bir (x:¥) noktas: icin
dy _ g&.y) .

dx  f(x.v) ifadesi, *¥ — diizlemindeki yoriingenin egimini ve (FGx. ). g . 3)) teget vektorii ise
yoriingenin yoninu verir. Denge noktalar1 sabit noktalar olduklar1 icin bu noktalarda yon yoktur.
Vektorlerin birlesimi bir yonlii alan tanimlar. Yonlii alan, bir faz-dtizlem portresi ya da bir faz-diizlem
diyagrami olarak adlandirilan ¢oziim egrilerinin bir ailesinin ¢iziminde yardimci olarak kullanilabilir. Yonlii

alanin tamamini ¢izmek yerine akisin yoniini belirlemek i¢in daha etkili bir metot * — ve ¥ — sifir isocline
ya da nullcline boyunca akis yoniinii analiz etmektir (Allen, 2007).
3. ONERILEN MODEL VE ANALIZI
Bu calismada genel formda kisitlayici kosullar altinda tanimlanan bir DP minimizasyon problemi;
mint = kyx ¥ kgv
ayx+azy = ag
byx + byy = by
xy=>0
seklinde tanimlansin. Genel olarak ozellikle, girdilerin istenilen kosullar1 saglayacak sekilde minimize
edilmesi bir¢ok ekonomik ve sosyal bilimlerde galisan arastirmacilar ve uygulayicilar agisindan uygundur.
3.1. Matematiksel Model
(7) DP problemine karsilik gelen lineer olmayan otonom birinci mertebeden ti¢ boyutlu diferansiyel
denklem sistemi seklinde tanimlanan sistem;

fey == (é 1)(? - 1)
ay b_t
glx.v.2)= ; = (%- 1)(%3 - 1) 8)
az by

dz z
hx,v.z)=—=2|1- ——
G dt ( kil'-l-:(:}')

seklinde olsun. Burada; @1-@z. @3- #4. bz, ba. ky. k3. ks = 07 dir. (8) sisteminin temel varsayimlari su sekilde

@

-

ozetlenebilir. £, zaman parametresini (bagimsiz degisken) gostermek tizere, * degiskeni f zamanindaki
birinci tiriintin miktarimn (adet), ¥ degiskeni ¢ zamanindaki ikinci tirtiniin miktarin (adet) ve Z degiskeni

-

. . . I- I o . . . . .
ise yine ¥ zamanindaki sirasiyla %1 ve ®z birim alis miktarlarina gore toplam maliyet miktarini

gostermektedir. Ayrica @1- @z 82. by, bz ve Pa degiskenleri ise kisitlayic1 kosul parametreleridirler.
3.2. Matematiksel Modelin Denge Noktalar:

Tarim 2.2’den (8) sistemin denge noktalar1 f(.7%.2) =0 g(x7.2)=0 vye k(% 7.2) =0 denklemlerinden
elde edilir. Dolayisiyla;
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denklem sisteminden elde edilen denge noktalarimn genel formu E: (. 7. 2). i=L..8 olmak tizere

ag @ oy b a by b ag a a a
El(—‘.—‘.u) 5,(—’._—’.0) E‘;(b—:,—:.ﬂ) .—:.(—‘,—‘.o) 5,,(—’.—’.:-:1—’+ k,—’)
sirastyla; gy Oz , 2y 9z B by az , by bz i 0y Oz ai azjf,

ag b a b by a b a by b b b
E‘(_=,_=_k1_=+k=_=) EI(_=,_=,;{1_=H=_=) En(j_irk1;+k:;)
ay by Ty by /, by ag by az/ ve by by by b3/ noktalar1 olarak

bulunurlar.
[k 4 denge noktast Z= 0 durumunda, diger 4 denge noktasi ise Z= ¥1¥ + k2¥ durumunda elde edilen

denge noktalaridirlar.
3.3. Matematiksel Modelin Denge Noktalarinin Kararlilik Analizi
(8)  sisteminin  denge  noktalarimin  kararlilik  analizi  igin = jakobiyen = matris

(fr[x- ¥.Z) .ﬂ{-’:- wz) flnyz)
]=|8:G.52) gy&.y.2) g:(xy.2)
\hx G 3.2) iy y22) b y.2) seklinde olup sistemde kismi tiirevler alinip yerlerine yazildiginda;

2 by —asbg — k
("’xa,. g —Gybg —aghy 0 0
agby
. ,
2yaghg —azbz —agzb;
= 0 ]
] P~ @0)
kyz® kqz® 1 2z
\ Coky + vEg)® Goky + vEkg)® xky + yvkg
olarak elde edilir. E: (%, ¥. 2). i=1L...8 olmak tizere, Teorem 2.4’ den 6zdegerler tiim denge noktalar
icin,
2z
Ay =1-=—
' ¥ky + kg
iy = 2xayby —agbg—agh, a1
agbg
2 yaghz —azbz —agzb;
iy =
aghy
seklindedirler.
Ey Ez Ez veEs denge noktalarinin tiimiinde =0 durumu dikkate almarak (11)" deki ilk denge

noktasinda bu durumun yerine yazilmasiyla 41 = 1 = 0 elde edilir. Bu 4 denge noktas: kararsizdir. Burada
bulunan noktalar igin kararlilik kosullar1 ayni zamanda yerel asimtotik kararlilik kosullaridir.
Tablo 1'de, bulunan tiim denge noktalarmnin kararliliklar: icin jakobiyen matriste her bir denge

noktasinin sirasiyla hesaplanmasiyla elde edilen veriler ve kararlilik kosullari ile ilgili sonuglar 6zetlenmistir.
Tablo 1. (8) sisteminin denge noktalar1 ve bu noktalarin kararlilik durumlar:

Denge Noktas1 i1k Ozdeger

iy =10
(Kararsi1z)

iy =1>0
(Kararsiz)

)
°)

- b_:“_:) iy =1>0
)

B P e (Kararsiz)
_ [tz b= ig=1=0
T . ' b N (Kararsiz)
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Diger ki Ozdeger | Yerel Asimptotik Kararlilik Kogulu
. agby —agb
2= : b a b a
ag @ G 1 1 3 z
=22k, 2k i, =—1<0 Bafa | 2o > L =
5 P ey z| ‘1 B —
a3 az 9 , _93%z " 9201 by azveba a3
ig = ———
S93%3
aghy —agb
. i ; b a a kb
ag b G b 1 z z
Eg _=‘._=‘:‘-1_:+:‘-2 Ay ==-1<0 4'1::—-'3 b — = — — < —
gy bg Gq 2 _ Q¥ T 83% by w@gvyedz I3
- T
- |
. _ aybg T agh
. g — ——————— 1 .
tg a b z ; ay by by aq
E 22 kg = 4 kg| g =—1<0 R =
7 » L F 1 —
B B . Gg¥y ~ 839 ag by yebs ag
1 93 1 ig=—2 27
LPLH
) aybg —agh
bg bg ba 2T agh ay b a3 ¥
Egl—.—.ky —+kz| iy =—1<0 T
By Fg 1 iy = Gg%z " S3%) a3 Y3 vedz a3
agbg

Ayrica Tablo 1'de, belirli iki farkl tirtin alimi igin planlanan kisitlayic1 kosullar altinda onerilen bir
matematiksel modelin zamana bagli olarak kullanilan parametrelere gore muhtemel denge noktalar: ve bu
denge noktalarina hangi kosullar altinda ulasacagina iliskin bilgiler vermektedir. Boylece kisitlayici kosullar
altinda bu iki drtniin alim durumuyla ilgili gesitli 6ngoriilerde bulunulabilir. Dolayisiyla bu model
yukaridaki senaryoya uygun genel bir optimizasyon probleminin modeli olarak adlandirilabilir.

Onerme 3.1. &-j = 5.6.7.8 icin her bir £: dengesinin kararh oldugu bolge : olsun. Bu takdirde ¢ # J igin
[nG=0 o,

Ispat. Tablo 1’ deki kararlilik kosullar1 dikkate alindiginda, herhangi bir denge noktasim kararl
yapan kosul diger bir denge noktasi i¢in saglanmayacag agiktir.

4. MATEMATIKSEL MODEL ICIN UYGULAMA: KIMYASAL GUBRE ALIMI:

Bir bahcivan, 60 birim fosfat ve 300 birim kalsiyum icerecek sekilde kendi giibresini hazirlamak
istiyor. Bunun icin kullanacag1 hazir giibrelerin birincisi (adet); 2 birim fosfat ve 15 birim kalsiyum igeriyor.
Ikinci bir hazir gtibre (adet) ise 6 birim fosfat ve 12 birim kalsiyum igeriyor. Ayrica birinci ve ikinci tirtinler
icin maliyet fiyatlar1 sirastyla 5 TL ve 2,5 TL seklinde olsun.* ve ¥ sirasiyla ¢ zamanindaki, birinci ve ikinci
tirtintin adet miktarlarim gostermek tizere; istenilen kosullar1 saglayan minimum maliyeti veren giibre
kombinasyonu icin dogrusal problem;
minm = 5x + 2.5y

2x 4 6y = 60
15x + 12y = 300
xnLy>=0
ve buna karsilik gelen lineer olmayan otonom birinci mertebeden 3 boyutlu diferansiyel denklem sistemi

seklinde tanimlanan matematiksel sistem,

o __dx L 1 x 1
2 15

gl.v.2)= d—t = (Lﬂ' - 1)(3‘;—0 - 1) (13)
6 12

dz z
O i )
seklinde olup (13) sistemi dikkate alindiginda Tablo 1" e gére Tablo 2 elde edilir.

Tablo 2. Tablo 1’ e gore (13) sisteminin kararl: olabilecek denge noktalar1 ve bu noktalarin varlik ve yerel asimtotik kararlilik durumlari

(2)

Denge Noktasi ik Ozdeger
£4(30,100) fiéa:arls{;)u
£2(3025.0) fiéa:arls{;)u
£40100) o
5(0250) Iy
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Denge Noktas1 1k Ozdeger Diger Iki Ozdeger Yerel Asimtotik Kararlilik durumu
ig=—=0
*eD ve
E5(30,10.175) iy =—-1=0 Kararsiz
3
Ag = - 5— E ﬂ
= 1 u
Ag = — =
T ve
Eg(3025.212.5) iy =—1<0 Kararsiz
f-.: =—2= D
= 1 u
Ay = — — &
3 el ve
£;(z0.10.125) iy =-1<0 Kararli
3
Ag =~ ﬁ =0
= 1 u
Ay = — — &
3 el ve
Eglz0.25.162.5) iy =—1=0 Kararsiz
ig=—=>=0
a7

Z# 0 durumunda kararl olmasit muhtemel olan 4 denge noktast Tablo 2" de ifade edilmisti. Sekil 2’
de bu denge noktalarmin kararlilik durumlar1 pplanejar simiilasyon programu vasitas: ile gosterildi. Bu
grafikte Tanum 2.5” de belirtilen faz- diizlem diyagrami kullanildi. Ok y6nlerinin noktanin igine dogru olmasi
bu noktanin kararli oldugunu diger durumlarda ise kararsiz oldugunu gostermektedir. Burada

Es(30.10.175) E.(30

L 235,

212.5) ve Fal20.25.162.5) denge noktalarinin kararsiz noktalar olduklar buna

karsin E7(20,10.125) denge noktasimin yerel asimtotik kararli bir nokta oldugu goriilmektedir. Ayrica
seklin sag tarafindaki degerler herbir denge noktas: icin bulunan 6zdegerler ve 6zvektorleri gostermektedir.
Boylece Teorem 2.4" den kararlilik kosulu icin 6zdegerlerin negatif ya da negatif gercel kisimlara sahip olma
sart1 kontrol edilebilirdir.

|2/ PPLANE Phase Plane

File Edit Window Solution Graph Options
i
- VEEED PR e M
I Lttt i iy
ERA TR nk il o
Wity FA IR 5 i g
Bl Tk Pt i E pi2 A
A i P I+ 000 FIE 2 &
35‘/’/7‘/‘ FS e O O O O S
il L R A [ S i S S TR
. " s | I R R T P

s

NNy

| £ PPLANE Messages

There is a saddle point at (20, 25)
Jacobian:
-0.016667 0
0 0,068
The eigenvalues and eigenveciors are:
006 (1,0)
-0.016667 (0. 1)

Equilbrium Point
There is a saddle point at (30, 10)
Jacobian:
0.016667 0
0 -0.06
The eigenvalues and eigenvectors are:
0.016667 (1,0)
-0,06 (0,1}

Equilbrium Point
There is a nodal source at (30, 25)
Jacobian:
0,016667 0
o 0,06
The eigenvalues and eigenvectors are:
008 (1.0)
0.016667 (0, 1)

Equilbrium Point
There is a nodal sink at (20, 10)
Jacobian:
-0.016667 0
0 -0,06
The eigenvalues and eigenvectors are:
-0,016667 (1.0}
0,06 (0, 1)

Tl

Sekil 2. z=0 durumunda elde edilen £s {33-1']-175}, Eg (3']-:5-31:-5}, Ez (3'3-1':'-1: 5] ve Eg (ZEI.:‘S.‘l I:“:'-S:I'denge noktalarmin
kararlilik durumlarim gosteren grafik
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(12) de ifade edilen modelin *. ¥ = 0 olacak sekilde Simpleks yontemiyle ¢oztimiinde de ayni nokta
(17 (20.10.125)) elde edilebilir. Ancak bu yéntem zamandan bagimsiz olarak kisitlayici kogullar altindaki
tirtin sayilarim verir. Onerdigimiz model zaman parametresi ve diger denge noktalarin durumlar agisindan
senaryoyu degerlendirir.

Asagida (13) sistemi icin Matlab simiilasyon programi kullanilarak elde edilen Sekil 3 ve kullanilan
Matlab kodlar1 bulunmaktadar.

Kullanmlan Matlab Kodlar

run.m gubre.m

clear; function gubre =gubre (t,y)

clear all; gubre(1)=((y(1)/30)-1)*((y(1)/20)-1);
close all gubre(2) =((y(2)/10)-1)*((y(2)/25)-1);
t0=0; gubre(3)=y 3)*(L-y(3)/ (5*y(1)+2.5y (2)));
tf=300; gubre = [gubre(1) gubre(2) gubre(3)]';
yo=[1.1.1];

[t, y] = ode23('gubre’,[to tf],yo0);
plot(ty (. 1)ty (:2), 6y (-3))

title(")

xlabel('Zaman (Giinler)')

ylabel('Birinci tirtin (adet), Ikinci tiriin (adet) ve

Toplam maliyet (TL)")
140 T T T T T
=
E
= (]
g 1207 X: 201 T
£ Y:1237
=
o
i 100 - — Birinci iiriin miktan (Adet) | 7|
= — ikinci iirin miktan {Adet)
E a0l Toplam maliyet (TL) i
o
=
=
= 60r 7
o
£
—
= 40} -
@
= X: 201
= 1876 | [
1= :
5 20 ¥: 10
2 u
5 U 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Zaman (Giinler)
Sekil 3. (13) sistemi icin Matlab simiilasyon programi kullanilarak elde edilen grafik

Sekil 3'te £5(20.10.125) denge noktasmin yerel asimtotik kararlihig ile ilgili durum gozlenmektedir.
Ayrica £ = 201 zamani igin birinci tirtin miktar1 yaklasik olarak 20 (adet), ikinci tiriin 10 (adet) ve bu
urtinlerin alim maliyeti ise yaklasik olarak 124 TL degerine yaklasmaktadir. Dolayisiyla Sekil 3" e gore
yaklasik 200 giin icerisinde £7(20.10.125) dengesine ulasmaktadir.

5. SONUC VE ONERILER

Dogrusal Programlama ile bir problemin Simpleks yontemi ya da grafiksel yontem ile ¢oztimii
yapilmasina karsin optimizasyon problemleri icin diferansiyel denklem sistemleri ¢cok daha ayrintili sonug
vermede kullanighdir. Bu ¢alismada DP problemiyle uyumlu olarak onerilen matematiksel model ile farkl
denge noktalariin kararlilik durumlari ile ilgili bilgiler vermesinin yani sira Sekil 3’ te de goriilecegi tizere
hangi zaman araliginda hangi noktada bulunacagi konusunda ayrintili bilgi vermektedir. Dolayisiyla
optimizasyon problemleri agisindan diferansiyel denklem sistemlerinin kalitatif analizi yardimiyla, sistemi
¢ozmeden ¢oziimlerin hangi noktalar etrafinda olabilecegi konusunda fikir vermesi agisindan gok kullanisl
ve analiz sonuglar1 ayrmtilidir.
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